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Some definitions of Apollonius with the GeoGebra

Sumary: Conics are present everywhere, many objects of daily life fit its shapes and we take ad-
vantage of its properties, even though sometimes we are not conscious of it. The first systematic
Study of conics is due to Apollonius of Pergamon, called by his contemporaries «the great geome-
ter». He would be the first to obtain the conics as flat sections of the same cone with circular base,
in order to study its properties. Moreover, he would give them the name we call them nowadays.

The present project is an interdisciplinary activity for 16-to18-year-old students. The main
goal is to use GeoGebra programme to analyze some of the definitions that Apollonius began his
project with and to look into his proposals.
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Les coniques les trobem presents arreu, molts objectes de la nostra vida quotidia-
na adopten les seves formes i n’aprofitem les seves propietats, tot i que moltes ve-
gades no en som conscients. El primer estudi sistematic de les coniques es deu a
Apol-loni de Pergam (246-221? — 170 aC), anomenat pels seus contemporanis «el
gran geometra». Ell sera el primer que obtindra les coniques com a seccions pla-
nes d'un mateix con de base circular, per després estudiar-ne les seves propietats.
També les anomenara pel nom amb que ara les coneixem.

El GeoGebra és un programa educatiu lliure que permet dibuixar elements i
figures geometriques alhora que proporciona la seva expressio algebrica o valor,
i viceversa, és a dir combina geometria, algebra i calcul. Per tant, és optim per a
l'estudi de les coniques i les seves propietats.
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Les pautes de l'activitat proposada es poden concretar en: primer, es proporcionara a I'alumne
les definicions amb les quals Apol-loni inicia el seu tractat de les coniques, i es fara una lectura previa
a fi d’interpretar-les. Després, per a cada conica, utilitzant el joc que ens proporciona el GeoGebra,
caldra determinar i limitar els elements que Apol-loni defineix, consegtientment 'alumne haura de
pautar les definicions per poder fer les construccions amb el GeoGebra. A continuacio es compara-
ran aquelles definicions amb les actuals. T per acabar es pot completar el treball analitzant alguna
proposicio o alguna de les propietats de les coniques amb el GeoGebra.

Introduccié

No es coneix gaire la vida d’Apol-loni; de les poques dades que es coneixen amb certesa és que va
néixer a Pergam, ciutat de Pamfilia al sud de I'Asia Menor, a 'actual Turquia, en I'¢poca en queé Pto-
lemeu Evergates era rei d’Egipte (entre el 2461 el 221 aC). Segons Ptolemeu Chenus va estudiar ma-
tematiques a Egipte, concretament al Museu d’Alexandria, amb els deixebles d’Euclides, ja sota el
regnat de Ptolemeu Philopator (entre el 221 i el 205 aC) on comenca a destacar com a geometra i
astronom (Ver Eecke, 1963: VII) .

La majoria d’evidencies que tenim sobre la seva vida ens les dona ell mateix en els prefacis dels
diferents llibres de Les Coniques. Gracies a aixo sabem per exemple que tenia relacié amb els princi-
pals gedometres de 'epoca, aixi com que va visitar Pergamum i Ephesus. Els prefacis dels tres primers
llibres estan adrecats a Eudemus de Pergamum, pero pel quart sabem que Eudemus és mort, i a par-
tir d’aquests els envia a un tal Attalus. Gracies a aquests preambuls sabem que coneix el geometra
Philonide, que Les Coniques son corregides a instancies de Naucrate i ens menciona altres geometres
que van dedicar-se a estudiar les corbes de segon grau.

Apol-loni, pero, va tenir els seus detractors. El bibliograf Heraclit considera Arquimedes com
I'inventor de la majoria de proposicions sobre les coniques, pero que va negligir en no publicar-les.
Perd a I'hora de la veritat sembla que Arquimedes utilitza proposicions enunciades per Euclides i
Aristée el Vell (Ver Eecke, 1963: IX-X). Es creu que Apol-loni va morir 'any 170 aC. La seva influencia
s'estén a autors com Johannes Kepler (1571-1630), Blaise de Pascal (1623-1662) o Edmund Halley
(1656-1742), que s'encarregara de la primera traduccio al llati.

L'obra més important d’Apol-loni és el seu tractat sobre les coniques; aquest esta dividit en 8 li-
bres dels quals només ens n’han arribat set, els quatre primers en grec, i els tres tltims a través duna
traducci6 arab del segle 1x que va ser traduida al llati al segle xvir. El llibre VIII es va perdre, pero el
1646 Halley, meravellat per 'obra d’Apol-loni, va intentar reconstruir-lo a partir dels fragments que
n’hi havia en altres obres (Ver Eecke, 1963: XXI).

A la Biblioteca de Catalunya es conserva una versio llatina dels textos del segle xvi, concretament és
la traduccio del grec al llati de 'any 1537 feta per Ioanem Baptifta Memun, procedent de Venecia, que
si més no és curios de veure, n'assenyalariem els preciosos dibuixos que acompanyen els textos (Fig. 1).

Molts autors el destaquen com la culminacié de la matematica grega: no només per la seva rigo-
rositat i completesa, siné també perque marca el punt de maxima esplendor de la matematica, i en
especial de la geometria grega, oferint una visio més actual de les corbes: la construccio d’Apol-loni
permet expressar les corbes amb un sistema de referencia. Aquests avencos i la completesa li valdran
que sigui considerada una obra de referencia fins a 'epoca de Descartes.

Les Coniques és un llibre molt extens (amb més de 400 proposicions, i nombroses definicions i

corol-laris), molt rigorés i amb una forma d’enunciar les proposicions molt precisa en les paraules,
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pero dificultés a 'hora de comprendre-les. Tot aixo fa que sigui un llibre complex de llegir i d’estu-
diar que surt com a referencia en molts treballs pero que realment pocs treballin amb I'obra original.

Ficura 1. Portada de Les Coniques d’Apol-loni.

El primer llibre del tractat sobre Les Coniques comenca amb un prefaci, on presenta el que sera
Les Coniques explicant-ne la seva divisio. Conté 60 proposicions i alguns corol-laris. Amb 8 defini-
cions relatives a la generacio de les superficies dels cons drets, cons oblics, diametres conjugats i
eixos de les linies corbes. Comenca a entrar en materia dins les proposicions, de més o menys com-
plexitat, i sera on s'introduiran alguns nous conceptes; cal remarcar les proposicions XI, XII i XIII que
construeixen i donen les propietats fonamentals que defineixen la parabola, la hiperbola i l'el-lipse a
partir de la interseccié d'un pla i un con. Apol-loni és el primer que considera la hiperbola amb les
seves dues branques, les quals anomena «seccions oposades», com una tnica corba (proposicié XVI),
que fins aleshores shavien considerat per separat.

Ens basem en la traduccio al frances de Paul Ver Eecke, Les coniques d’Apollonius de Perge (Ver
Eecke, 1963) i ens proposem analitzar les vuit definicions; en algunes utilitzarem el GeoGebra, aixi
seguirem les pautes marcades per Apol-loni adaptant-nos i ajustant-nos amb el GeoGebra. Com a
referencia actual utilitzarem I'Enciclopedia Catalana, consultable en linia' i en paper. Tot seguit trans-

criurem les definicions d’Apol-loni i les comentarem.
Primeres definicions

Definicio 1. Si, d’un cert punt, tracem una circumferencia de cercle, no situat en el mateix pla del punt, una
recta d’un punt a Ualtre, i si, deixant el punt fix, la recta, girant seguint la circumferencia, torna a la posicio
on ha comencat a moure’s, anomeno supetficie conica aquella que, descrita per la recta, esta composta de
dues superficies oposades segons el vertex, on cada una creix cap a l'infinit, la recta generatriu es prolonga
cap l'infinit. Anomeno vertex d’aquesta supertficie el punt fix, i el seu eix la recta determinada pel punt i el
centre del cercle (Ver Eecke, 1963: 3).

1. ENCICLOPEDIA CATALANA, http://www.enciclopedia.cat, (darrer accés 27.11.11).
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En la definicio d’Apol-loni, la recta generatriu esta limitada a moure’s seguint una circumferencia,
a diferencia de la definicio actual que seguiria una corba tancada. L'Enciclopedia Catalana defineix
superficie conica com a «Superficie engendrada per una familia de rectes que passen per un punt

(vertex) i recolzen sobre una corba directrius.

Definicio I1. Anomeno con la figura delimitada pel cercle i per la superficie conica situada entre el vertex i
la circumferencia del cercle; vertex del con, el punt que és el vertex de la seva superficie; eix del con, la
recta que va des del vertex al centre del cercle; i la base, el cercle (Ver Eecke, 1963: 4).

La definici6 que trobem a I'Enciclopedia Catalana ve a ser equivalent pero és més general: «Cos
limitat per una superficie conica tancada (superficie lateral del con) i un pla (base del con), el qual
talla la superficie conica segons una corba tancada (directriu del con)».

Tal com ens defineix un con, actualment correspondria a un con de base circular, ja que el seg-
ment generatriu segueix una circumferencia o equivalentment la corba directriu és una circumferen-
cia, i actualment diriem que és una superficie de revolucio.

Notem que Apol-loni ja defineix la superficie conica com una superficie de revolucio i que dis-
tingeix segons si considera el con infinit (superficie de revolucio) o el con finit (que anomena sim-
plement con). També ens introdueix el nom dels elements del con com sén generatriu, eix, vertex...,
i en distingira dos tipus:

Definicio II1. Per altra part, dins dels cons, dic drets (o rectes) els que tenen l'eix perpendicular a les ba-

ses, i oblics els que no tenen Ueix perpendicular a les bases (Ver Eecke, 1963: 4).

Aquesta classificacio que fa Apol-loni dels cons es correspon a l'actual. Tornant a 'Enciclopedia Ca-
talana hi trobem: «[...] Sileix és perpendicular al pla de la base, hom parla de con recte, el qual també
pot ésser generat per un triangle rectangle que gira al voltant d'un dels seus catets; la directriu d'un con
recte és una circumferencia, de manera que un con recte és un cas particular de con de base circular.
[...] Sileix d'un con de revolucio no és perpendicular al pla de la base, hom parla de con oblic [...]».

Cal dir que en la tercera proposicio, que segueix les definicions, Apol-loni considera la interseccio
del con i un pla que conté l'eix del con, i demostra que aquesta seccio és un triangle (triangle axial).

Ja fetes aquestes definicions basiques, Apol-loni ens defineix conceptes basics que s’aniran repe-
tint al llarg de Les Coniques: diametre d’'una linia corba, diametre de dues linies corbes, diametres
conjugats, eix i eix conjugat. Aquestes definicions centren I'activitat que proposem, ja que la simpli-
citat del GeoGebra permet pautar o reestructurar els conceptes implicits de les definicions per fer-ne
les construccions, que haura de realitzar 'alumne, i obtenir resultats.

Definicio IV. Dic diametre de tota linia corba situada en un sol pla la recta que, feta en la linia corba,
talla en dues parts iguals totes les linies rectes fetes en la linia (corba) paral-lelament a una recta qualsevol;
vertex de la linia corba, lextrem d’aquesta recta (diametre) que esta situat sobre la linia corba, en fi, dic
rectes fetes d’una forma ordenada al diametre (les ordenades) cada una de les paral-leles (Ver Eecke,
1963: 4).

La definici6 de diametre d’Apol-loni esta limitada a corbes en el pla, i seria I'inica diferencia amb
la definicio actual. Si consultem I'Enciclopedia Catalana, trobem: «Diametre: Linia que divideix per la
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meitat un sistema de cordes paral-leles d'una corba». O bé «Corda que passa pel centre d'una figura

(un cercle, una seccié conica, una esfera)».

Estudiem aquestes definicions amb l'ajut del GeoGebra, ens preguntem: Un segment qualsevol

pot ser diametre d'una conica? Quan ho és? O bé, tenint en compte la definicio: Com sén els diame-

tres en cada una de les coniques? Que tenen en comu? Quants diametres tindra una el-lipse? I una

hiperbola? I una parabola? En cada cas: Els diametres tenen alguna caracteristica en comu? Obser-

vant les pautes donades per Apol-loni, una opcié de procediment a seguir amb el GeoGebra sera:

o)

. Dibuixar una conica (el-lipse, hiperbola o parabola).

. Tracar una recta secant a la conica, i un minim de dues rectes més paral-leles a aquesta.

. Trobar els punts d’intersecci6 de cada una de les tres rectes anteriors i la conica.

. Determinar per a cada parella de punts d’interseccio el seu punt mig.

. Dibuixar la recta que passa per dos d’aquests punts mitjos (comprovarem que també passa
pel tercer punt mig).

. Trobar la interseccié d’aquesta ultima amb la conica i tracar el segment entre els dos punts

d’'interseccio, obtenim aixi el diametre.

Ala pantalla grafica del GeoGebra, mantenint premut el bot6 dret del cursor sobre l'ele-
ment que es vol modificar, facilment se'ns permet variar la grandaria, la posicio, 'orientacio....
de la conica, canviar la posicio i 'orientacio de la recta secant, i la posicio de les rectes paral-
leles, visualitzant en tot moment com és el diametre, si n’hi ha. Observem que en el seu trac-
tat Apol-loni, a continuacio de la proposicio XVI del llibre I, afegeix unes segones definicions
(tres) en les quals defineix el centre i el radi per a una el lipse i per a una hiperbola: «[...] El
punt que divideix un diametre en dues parts iguals es diu centre de la seccio; i la recta que va
del centre a la seccio es diu un radi de la seccio [...]».

En el cas de l'el-lipse i la hiperbola, podem dibuixar el seu centre:

En el cas de I'el lipse i la hiperbola, podem trobar el centre com a punt mig del diametre, o bé
com a punt mig entre els dos focus.

Els resultats que s'obtenen mostren que: per a l'el-lipse i per a la hiperbola tindrem infinits diame-

tres i tots ells passaran pel seu centre (Fig. 2). Es a dir, el centre és un punt comu a tots els diametres, és

el centre de la corba. Per a la parabola els diametres serien semirectes perpendiculars a la recta directriu.

Ficura 2. Composicio, tres possibles pantalles del GeoGebra per a I'estudi del diametre.
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Definicio V. Jo dic també, de la mateixa forma, diametre de dues linies corbes situades en un mateix pla,
per una part, la recta transversal que, tallant aquestes dues linies, talla en dues parts iguals totes les rectes
fetes paral-lelament a una recta qualsevol a cada una d’aquestes linies, i vertex d’aquestes linies, els ex-
trems del diametre situat sobre aquestes linies; per una part, la recta que, situada entre les dues linies, talla
en dues parts iguals totes les rectes fetes paral-lelament a una recta qualsevol, i interceptades entre les linies;
en fi, anomeno rectes determinades d’una forma ordenada al diametre de cada una d’aquestes paral-leles
(Ver Eecke, 1963: 4).

Aquesta definicio no deixa de ser una ampliacio de I'anterior. Seguir les mateixes pautes i tenir en
compte els resultats de 'anterior definici6 ens ajudara a deduir com seran els diametres. Per a cada cas
podem preguntar-nos: Com son els diametres? Que tenen en comu? Quants n’hi haura? Els resultats
ens mostren que: en el cas de dues el-lipses cal que siguin concentriques i tinguin la mateixa excentri-
citat. Si son dues paraboles hauran de tenir les rectes directrius paral-leles i el mateix parametre. Si es
tracta de dues coniques diferents, en general, només en casos concrets podrem definir el diametre.

Definicio VI. Anomeno diametres conjugats d’una linia corba i de dues linies corbes les rectes on cada
una és un diametre que talla en dues parts iguals les rectes paral-leles a l'altra (Ver Eecke, 1963: 4).
Definicio VII.Per altra part, anomeno eix d’una linia corba i de dues linies corbes la recta que, diame-
tre d’aquesta linia o d’aquestes linies, talla les paral-leles (és a dir les paral-leles al diametre conjugat
d’aquest eix) amb angles rectes (Ver Eecke, 1963: 4) .

Amb el GeoGebra procedint com s’ha dit i movent o variant el conjunt de rectes paral-leles es pot
determinar quin o quins diametres seran eix. El GeoGebra també permet mesurar i tenir en tot mo-

ment el valor de I'angle entre diametre i paral-leles.

Definicio VIII. Anomeno eixos conjugats d’'una linia corba i de dues linies corbes les rectes que, dia-
metres conjugats, tallen reciprocament les paral-leles a angles rectes (Ver Eecke, 1963: 5).

Queden aixi definits els eixos de les coniques. Notem que amb el GeoGebra s'obtenen molts re-
sultats amb poca estona. Hi ha proposicions i resultats d’Apol-loni que ara ens semblen molt evi-
dents, i en resulten més quan utilitzem el GeoGebra, pero en el seu moment van constituir un nou
cami per treballar amb les coniques fent que el tractament amb les tangents, normals... fos més agil i

permetent-ne un us més habitual.

La parabola, I’el-lipse i la hipérbola

Un cop donades aquestes primeres definicions, Apol-loni comencara a demostrar-nos resultats que
actualment es donen per suposats. No és fins a la proposicioé XI que definira constructivament el
que son les coniques: la parabola, la hiperbola i l'el-lipse (a les proposicions XI, XII i XIII, respectiva-
ment) (Ver Eecke, 1963: 21-28). Aquestes definicions son dificultoses, i poc recomanables amb el
llenguatge d’Apol-loni per treballar-les a classe (només com a curiositat es poden mostrar); en tot cas,
per a cadascuna de les coniques es pot comprovar la seva equacié generica, que es dedueix quan es
considera la conica com a secci6 del con. Nosaltres ens inclinariem per seleccionar algunes altres de
les proposicions per tal de tenir una visié més general, n’hi ha que trobem evidents mentre que d’al-

tres les trobarem curioses o bé innovadores, i d’altres seran necessaries per a altres resultats.
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Per exemple: a la proposicio XLV del llibre 111, Apol-loni determina el focus de l'el-lipse i la hi-
perbola?.

Cada vegada que utilitza els focus n’explicara la construccio, no sera fins a Halley que aquests
punts prendran el nom de «foci» (focus en la nomenclatura actual). Fixem-nos en les proposicions
L11i LII del llibre I1I:

Proposicio LI, llibre II1: Si considerem les rectes que uneixen [...] els focus de la hiperbola amb la seccio,
aleshores la més llarga excedeix a la més petita en I’eix (Ver Eecke, 1963: 270).

Equivalentment, la diferencia de distancies de cada punt de la hiperbola als focus és constant i
igual a I'eix de la hiperbola. Propietat important amb la qual Apol-loni s'avanca i que ens permet
construir la hiperbola com un moviment continu, i que segles més tard donara una manera planime-

trica de construir-la. En el cas de l'el-lipse fara el mateix:

Proposicio LII, llibre III: Si considerem les rectes que uneixen [...] els focus de lel-lipse amb la seccio,
aleshores elles son iguals a leix (Ver Eecke, 1963: 271-272).

Es a dir, la suma de distancies de cada punt de el lipse als focus és constant i igual a I'eix de I'el-
lipse, propietat molt important i utilitzada en l'el-lipse, que ens permet construir l'el-lipse, com en el
cas de la hiperbola, com un moviment continu (a la practica coneguda com el «metode del pastor»).

Cal notar que actualment tenim molt clara la relacio entre I'el-lipse que definim com el conjunt
de punts tals que la suma de les seves distancies a dos punts donats és constant i igual a I'eix gran i
lel-lipse vista com a seccid del con. Apol-loni ens ha definit I'el-lipse com a secci6 d'un con i en de-
dueix i demostra com a propietat, en aquesta proposicio, la primera. De la mateixa manera que ho
ha fet per a la hiperbola.

Conclusions

Creiem que aquesta activitat permet introduir una mica més d’historia en el curriculum. Amb I'ajuda
del GeoGebra es comprenen graficament les definicions i permet comprovar d'una forma agil les pro-
pietats de les coniques.
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